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Ein neues Auswertungsverfahren wird angegeben, welches aus den Kristallreflexen des Infor-

mationsbereiches bei Mosaikkristallen die zeitlich und räumlich gemittelte Elektronendichteverteilung 

bei der jeweiligen Meßtemperatur liefert. Die Meßwerte werden hypothesenfrei in den Rechengang 

gestellt und das Ergebnis wird in direkter Vorwärtsrechnung erhalten. Das Phasenproblem wird dabei 

zunächst noch als gelöst vorausgesetzt. Durch Extrapolation nach kleinen Streuwinkeln ergibt sich die 

Elektronenanzahl in der Kristallgitterzelle und durch Extrapolation über den Meßbereich hinaus wird 

der Abbrucheffekt eliminiert. Die dadurch auftretende Unsicherheit hat einen merklichen Einfluß 

nur in unmittelbarer Nähe der Ladungsschwerpunkte. Der große Rechenaufwand, den die Berech-

nung der Elektronendichte mittels FouRiER-Reihe erfordert, wird bedeutend vermindert. Dagegen 

besteht die Möglichkeit, eine Rest-FouRiER-Synthese nach bisher üblichen Methoden durchzuführen. 

Es können Fehlerangaben gemacht und das Auflösungsvermögen quantitativ angegeben werden. 

Irgendwelche Annahmen über die Atomformfaktoren bzw. ihre wellenmechanische Berechnung nach 

FERMI, HARTREE usw. sind nicht erforderlich. 

1. His tor isches u n d P r o b l e m s t e l l u n g 

BRAGG 1 u n d DARWIN 2 h aben d ie Me thode ent-

wickelt, mittels der in einem BRAGGschen Spektro-

meter bei Schwenkaufnahmen gemessenen Integral-

intensitäten der einzelnen Kristallreflexe die Elek-

tronendichteverteilung im Kristall durch FOURIER-

Synthese zu errechnen. Ist / 0 die Intensität der Pri-

märstrahlung und ist ihr Querschnitt q so klein ge-

wählt, daß nur ein Teil der Kristalloberfläche aus-

geleuchtet wird, so ist / 0 q die sekundlich auf die 

Kristalloberfläche auffallende Primärstrahlenergie. 

Stellt man in Richtung der reflektierten Strahlung 

einen Detektor mit so großer Öffnung auf, daß die 

gesamte Reflexintensität eines Kristallreflexes von 

ihm aufgefangen wird und dreht den Kristall mi t 

der Winkelgeschwindigkeit OJ um die zur Netz-

ebenennormale senkrechte Spektrometerachse, so ist 

die bei einmaligem Durchdrehen im Detektor auf-

gefangene Energie E proportional zu I0qfoj. Den 

Propor t iona l i t ä ts fak tor nennt m a n m i t DARWIN 2 das 

integrale Reflexionsvermögen P; der betreffenden 

Netzebene 

R\ = E co//0 q. (1) 

U m diese Größe zu berechnen, führt man bekannt-

lich die Elektronendichteverteilung £>(:r) im Kristall 

ein, wobei der Vektor x den physikalischen R a u m 

1 W. H. BRAGG, Phil. Trans. Roy. Soc., Lond. A 215, 253 

[1915]. 

aufspannt. Nach der MAxwELLschen Theorie errech-

net sich die gestreute Intensität / r in FRAUNHOFER-

scher Näherung beim Vorliegen von Einfachbeugung 

zu 

/r = / e 2 / » 2 ^ ' . (2) 

Dabei ist /e
2 der TH0MS0N-Fakt0r 

/e
2 = (e 2/m0 c 2 ) 2 = 7,95 • 10~26 cm 2 ; (3) 

f&2 der Polarisationsfaktor, der für unpolarisierte 

Pr imärstrahlung lautet 

f&
 2 = f ( l + c o s 2 2 # ) . (4) 

r ist der Abstand Kristall — Detektor, 2 $ der Streu-

winkel, e die Ladung und m 0 die Ruhemasse eines 

Elektrons und c die Lichtgeschwindigkeit. / , die sog. 

Intensitätsfunktion, ist gegeben durch 

I = R R* , (5) 

dabei ist die Streuamplitude R gegeben durch die 

FouRiER-Transformierte der Elektronendichtevertei-

lung 

R ( b ) = % [ Q ( x ) ] = f Q ( x ) e - * » i M a v x (6) 

(d t ^ Volumelement im physikalischen R a u m ) , wo-

bei nach der EwALDschen Konstruktion der den drei-

dimensionalen FouRiER-Raum aufspannende Vek-

tor b mit den Einheitsvektoren s0 und s in Richtung 

2 C. G. DARWIN, Phil. Mag. 27, 315 u. 675 [1914]. 
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Abb. 1. Zur Berech-
nung des Absorptions-
weges eines Strahlen-
bündels und des wirk-
samen Volumens bei 
Reflexion an einer 
ebenen Kristallplatte. 

der Primärstrahlung und der beobachteten Streu-

strahlung zusammenhängt durch 

b={s-s0)ß, | 6 | = (2 s i n $ ) / x (7) 

u n d X d ie We l l en l änge der benutzten RÖNTGEN-

Strahlung ist. 

Wenn der sog. BRAGG-Fall vorliegt, die gestreute 

Strahlung 7r den plattenförmigen Kristall der Dicke d 

also durch dieselbe Oberfläche verläßt, durch die 

die einfallende Primärstrahlung eintritt und dieser 

Kristall das gesamte Primärstrahlbündel auffängt 

(Abb. 1 ) , so errechnet sich bei einem Einfallswin-

kel a in der Tiefe z, x + dz das vom Primärstrahl 

beleuchtete Kristallvolumen zu 

dv = — d x . 
sin a 

(8) 

Ist ß der Austrittswinkel der gestreuten Strahlung, 

so ist der Strahlweg L der RöNTGEN-Strahlung im 

Kristall gegeben durch 

1 1 
L=xl 

\ • + • \sin a sm d 

(9) 

Ist ju der lineare Absorptionskoeffizient der Strah-

lung im Kristall, so errechnet sich das Volumen v, 

das beim Fehlen von Absorption (ju = 0) dieselbe 

Streustrahlung geben würde wie der nur teilweise 

durchleuchtete absorbierende Kristall, zu 

a 

sin a 
dx. (10) 

sin a + sin ß 
d l ) 

Ist der Kristall nun so dick, daß auf seiner Rück-

seite merklich keine Primärintensität mehr auftritt, 

so liefert die Integration von (10) : 

q sin ß 

Führt man den Winkel cp zwischen Netzebenen-

normale und Oberflächennormale des Kristalls ein, 

so gilt ß = ft + cp; A = # — cp und es folgt (vgl. REN-

NINGER 3 ) 

2/W\ t g # / 

Bei Einfachbeugung, wo der Einkristall also wie ein 

„Mosaikkristal l" wirkt, errechnet sich die Intensitäts-

funktion zu 

/ = | 7 | 2 G 2 . (13) 
Dabei ist 

/ = J[Fn(b) e~**W*n) (14) 

n 

die Strukturamplitude einer Gitterzelle, wobei Fn 

die Atomampl i tude des bei z = zn liegenden Atoms n 

und zn die Lage des Schwerpunktes dieses Atoms ist 

und die Summat ion über alle Atome einer Gitter-

zelle zu erstrecken ist. Der Querbalken über / in 

Gl. (13) bedeutet die Mittelung über sämtliche Gitter-

zellen des Kristal ls3 a . G 2 ist der Gitterfaktor des 

Kristallgitters. Er hat Beugungsmaxima in den sog. 

reziproken Gitterpunkten b k , deren Lage im FOURIER-

Raum gegeben ist durch 

bh = h1b1 + h2b2 + h3b3, (15) 

dabei sind die A; ganze Zahlen und kennzeichnen die 

Indizes des Kristallreflexes, während die Vektoren 

die reziproke Gitterzelle aufspannen und mit den 

Kantenvektoren a t der Gitterzelle des Kristalls ver-

bunden sind durch 

dabei ist 

u 6,== 
VT VT vr 

vT = («! a2 a3) = 

(16) 

(17) 
b2 b3) 

das Volumen einer Gitterzelle des Kristalls. Ist N 

die Zahl der Gitterzellen des Kristalls, so ergibt die 

Integration von G 2 über eine reziproke Gitterzelle 

den Wert 

jG 2dvh = N/vT (18) 

(dvb Volumelement im FouRiER-Raum). 

Wenn der Kristall aus sehr vielen Gitterzellen 

besteht, ändert sich / 2 praktisch nicht im Bereich 

eines bei b/t liegenden Beugungshauptmaximums 

3 M. RENNINGER, Z. Krist. 97, 95 [1937], 
3a Die außerdem noch auftretende Intensitätskomponente 

A(/ 2—/ 2 ) bildet einen Teil des diffusen Untergrundes und 

liefert zur Integralintensität der Kristallreflexe keinen 

Beitrag. 



von G2 . Dann folgt aus Gl. (13) 

Jl(b)dvh=^\f(bh)\
2 = f(b/,)\ 2 , (19) 

da die Anzahl der Gitterzellen N in dem Volumen v 

durch i;/ur gegeben ist. 

Bezeichnet jetzt a den Winkel , um den der Kristall 

bei senkrecht zur Spektrometerachse stehender Netz-

ebenennormale um die Spektrometerachse verdreht 

wird, so ist die über den Raumwinke l Q integrierte 

reflektierte Intensität / r eine Funkt ion von a und 

von Nul l merklich verschieden nur , wenn der Kristall 

in Reflexionsstellung steht. Wenn die Eingangsöff-

nung zum Detektor nun so groß ist, daß gewiß der 

ganze Kristallreflex aufgefangen wird, so ergibt sich 

die je Kristal lumdrehung vom Detektor aufgefan-

gene Energie zu 

F = - [da / 7 r ( a ) dQ. (20) 
CO J 

Ferner besteht nach der EwALDschen Konstrukt ion 

der folgende Zusammenhang zwischen da d ß und 

dyh (siehe Abb . 2) 

Abb.2. Die EwALDsche 
Konstruktion zur Be-

r e c h n u n g des LORENTZ-

Faktors für das ver-

wendete Untersu-

chungsverfahren. 

da dü = 
sin 2 # 

di; b > (21) 

wobei die Größe A3/sin 2 $ LoRENTZ-Faktor heißt. 

Setzt man dies in Gl. (20) ein, so folgt wegen Gin. 

( 2 ) und ( 1 9 ) 

E = fe 2h 2 l"-J^1;-2\f(bll)\
2. (22) 

co sin 2 fr vT 

Offensichtlich ist hier v das durch Gl. (12) definierte 

effektiv durchstrahlte Volumen des Kristalls. Setzt 

man dies ein, so folgt schließlich für das integrale 

Reflexionsvermögen R\ 

dabei hat die zur Abkürzung eingeführte Größe Q 

die Dimension einer reziproken Länge und ist ge-

geben durch 

<? = / e 2 / » 2 ^ ^ l / ( M 2 , (24) 
sin 2 xr 

während v/q aus Gl. (12) bestimmt wird. Der hier 

einzusetzende Absorptionskoeffizient setzt sich aus 

zwei Anteilen ju = ju0 + e zusammen. Hierbei bezeich-

net /<0 den normalen richtungsunabhängigen Ab-

sorptionskoeffizienten und £ den Extinktionskoeffi-

zienten. Bei verschwindender primärer Extinktion 

ha t es sich, w ie d ie Messungen von BRAGG, JAMES 

und BOSANQUET 4 zeigten, als sinnvoll herausgestellt, 

den Sekundärextinktionskoeffizienten als eine der 

Intensität eines Kristallreflexes proportionale Erhö-

hung des Absorptionskoeffizienten einzuführen 

P = Po + S<? (25) 

(g Extinktionsfaktor). 

Insgesamt ergibt sich damit für das integrale Re-

flexionsvermögen 

1 + - — 
+gQ) \ tg# 

(26) 

h Q Q 

Aus dem Meßwert (26) läßt sich also der Struktur-

faktor | / (6a) |2 berechnen, da alle übrigen Größen 

bekannt bzw. durch andere Messungen best immbar 

sind. 

Wäre das Phasenproblem gelöst, würde man also 

neben dem so bestimmten Betrag von f{b/,) auch 

die Phase dieser im allgemeinen komplexen Größe 

kennen und hätte dieselbe für alle Kristalreflexe, so 

könnte man durch FouRiER-Synthese die Elektronen-

dichteverteilung Ooo des unbegrenzt großen Kristalls 

berechnen mittels der folgenden FouRiER-Summe 

oo 

Q „ ( x ) = ± £ f ( b h ) e 2 ^ b h * K ( 2 7 ) 
V l h 

Dabei treten die folgenden Schwierigkeiten auf : 

a) Nach Gl. (7) kann man im FouRiER-Raum nur 

6-Werte abtasten, für die gilt 

16 | ^ 2/X . (28) 

Die aus den Experimenten gewinnbaren Meßwerte 

f{b/,) sind also nicht vollständig. Statt Gl. (27) ge-

winnt man im günstigsten Fall nur die endliche 

Summe 

, \b\£2ll 

Q00(x) = ± 2 f(bk) eWk*). (29) 
h 

4 W . L . BRAGG , R . W . JAMES u . C . H . BOSANQUET, P h i l . M a g . 

41, 309 [1921]. 



Diese Elektronendichteverteilung unterscheidet sich 

von der wahren Verteilung dadurch, daß die höhe-

ren FouRiER-Summanden fehlen. Man hat es mit 

dem bekannten Abbrucheffekt (termination-effect) 

zu tun, der auch in der Lichtmikroskopie dadurch 

auftritt, daß die Austrittspupille des optischen ab-

bildenden Systems eine begrenzte Größe hat. Durch 

Gl. (28) ist also das Auflösungsvermögen der Fou-

RIER-Synthese begrenzt. Viele interessante Feinhei-

ten von Qcc gehen verloren. 

b) Meist kann man meßtechnisch auch nicht den 

bei b]j = 0 liegenden Reflex (000) erfassen, weil er 

infolge zu großer Primärstrahldivergenz innerhalb 

des Primärstrahls liegt. Da f ( b ) die FouRiER-Trans-

formierte der Elektronendichte einer Gitterzelle o0 

ist ( 3 ° ) 

und allgemein gilt 

f(0)=fQodvx, (31) 

läßt sich experimentell also die Gesamtzahl der 

Elektronen in der Gitterzelle nicht erfassen. 

c) Die Summation Gl. (27) ist für viele Orte x in-

nerhalb einer Gitterzelle durchzuführen. Dazu teilt 

man eine Gitterzelle im allgemeinen in 253 Auf-

punkte ein. Die damit verbundene immense Rechen-

arbeit verlangt einen hohen Aufwand und macht 

deshalb eine Fehlerdiskussion des erhaltenen Q00 

unmöglich. Oberstes Prinzip jeder physikalischen 

Messung sollte es aber sein, neben der Meßfunktion 

QOO(x) auch Toleranzangaben AQ<X(X) ZU liefern, die 

von der experimentellen Präzision abhängen. Erst 

durch Angabe ihres Meßfehlers wird eine physika-

lische Messung wertvoll. 

d) Das Phasenproblem, die Gewinnung von /(b/,) 

aus dem Meßwert \f(bh)\2 stellt ein bisher ungelöstes 

Problem dar. Die Verfahren, es zu meistern, sind 

bekannt als Methoden nach „trial and error". Wenn-

gleich die HARKER-KASPER inequalities hier manche 

wertvolle Hilfe bringen, gelöst ist dieses Phasen-

p r ob l em heute nicht. Nach HOSEMANN und BAGCHI5 '6 '7 

wird es in Gänze überhaupt erst lösbar sein, wenn 

man aus der Intensitätsfunktion 1(b) noch mehr In-

formationen herausholt als es die hier benutzten 

5 R. HOSEMANN U. S. N. BAGCHI, Acta Cryst. 5, 749 [1952]. 
6 R. HOSEMANN U. S. N. BAGCHI, Acta Cryst. 6, 318 [1953]. 
7 R. HOSEMANN U. S. N. BAGCHI, Acta Cryst. 6, 404 [1953]. 
8 R. HOSEMANN U. S. N. BAGCHI, Nature, Lond. 171,785 [1953]. 
9 R. HOSEMANN, F. MOTZKUS u. G. SCHOKNECHT, Fortschr. Phys. 

2, 1 [1954]. 

Integralintensitäten Gl. (19) sind, z. B. Reflexver-

schiebungen. 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der 

Lösung der Probleme zu Punkt a ) , b) und c) auf 

G r u n d der Un te rsuchung von HOSEMANN u n d BAGCHI 8 

u n d HOSEMANN, MOTZKUS u n d SCHOKNECHT 9 . D a s 

Phasenproblem wird an anderer Stelle behandelt 

werden. 

2. I n t r apo l a t i o n sve r f ah ren u n d S amme l a k t i o n 

Gesetzt der Fall, das Phasenproblem sei gelöst, 

so kann man aus den Meßwerten (26) mittels (24) 

die Werte der Strukturamplitude f(b) an den Orten 

bh des durch Gl. (15) definierten reziproken Gitters 

bestimmen. Informationstheoretisch bedeutet dies 

die Kenntnis einer Funktion 

\b\<;m 

Äexp(6 )= £ / ( * * ) • (32) 
fc+0 

F ü h r e n w i r m i t EWALD 10 d ie lattice-peak-function 

des reziproken Gitters ein 

Z^(b) = ±YP(b-bh) , (33) 
V l h 

wobei P(b — bh) eine Punktfunktion am Orte b^ im 

FouRiER-Raum mit dem Gewicht 1 i s t n , so kann 

man die Details von R(b), die durch die Messung 

im BRAGGschen Spektrometer erschlossen wurden, 

mathematisch darstellen durch 

R^(b)=f(b)Z^r(b), (34) 

dabei kann f (b) zwischen den einzelnen reziproken 

Gitterpunkten b)t beliebig als stetige oder unstetige 

Funktion interpoliert werden und muß lediglich in 

den Meßpunkten b/t durch die Meßwerte gehen. Es 

muß also gelten 

f'(b)=f(bh), falls b = bh , 

für alle 0 < | 6 Ä | ^ 2 / A . K ' 

Multipliziert man Gl. (34) mit seinem konjugiert 

komplexen Wert, so liefert dies wieder ganz entspre-

chend Gl. (5) die Details der Intensitätsfunktion, 

die meßtechnisch erfaßt worden waren u . 

10 P. P. EWALD, Proc. Phys. Soc., Lond. 52, 167 [1940]. 
11 Zum Begriff der Punktfunktion siehe die Funktionen-

algebra von HOSEMANN und BAGCHI 12> 13. 
12 R. HOSEMANN U. S. N. BAGCHI, Z. Phys. 135, 50 [1953]. 
13 R. HOSEMANN U. S. N. BAGCHI, Z. Phys. 137, 1 [1954]. 
14 Fußnote 14 auf S. 936. 



N u n ist m i t EWALD 10 d ie Invers t rans formier te von 

Z l l v* nichts anderes als die lattice-peak-function z 

des Kristallgitters 

oo 

g : - i [ Z ^ r ( 6 ) ] =z(x) = 2 P(x-z9) , (36) 
p= — oo 

wobei die Gitterpunkte xp des Kristallgitters gege-

ben sind durch 

xp = p1a1 + p2 a2 + p3 a3 ; 

Oj sind die schon in Gl. (16) benutzten Kanten-

vektoren einer Kristallgitterzelle und die p* ganze 

positive oder negative Zahlen einschließlich Null . 

Bezeichnen wir die Inverstransformierte von / (6) 

mit Q0'(x) 

o / O O - S " 1 [ / ( & ) ] , (37) 

so folgt aus Gl. (34) durch FouRiER-Inverstransfor-

mation 

g _ 1 ( Ä e x p ( 38 ) 

Wären alle reziproken Gitterpunkte meßtechnisch 

erfaßbar, so ist Gl. (38) identisch mit der gesuchten 

Elektronen dichte Qoo des Kristalls. 

Ersetzt man nämlich in Gl. (34) f (b) durch die 

wahre Strukturamplitude und bezeichnet deren In-

verstransformierte mit 

, (39) 

so ist analytisch Q0' (X) unterschiedlich von £ 0 ( z ) . 

Durch Faltung mit z(x) entsteht aber auch hierbei 

dasselbe Ergebnis, das mit EWALD 10 die Elektronen-

dichte Ooc(x) des unbegrenzt großen Kristalls ge-

genannt wird. 

Qoo (z) = Qo z = Qo 2 • (40) 

Diese Tatsache erscheint zunächst paradox. Aber 

man beachte, daß f Z l l V l wegen Gl. (35) identisch 

ist mit / Z 1 , V l. Nach dem Eindeutigkeitssatz der 

FouRiER-Transformaton folgt hieraus zwanglos Gl. 

(40) . Umgekehrt ist £>0(x) im allgemeinen außer-

halb einer Gitterzelle vom Wert Null , was für Q0' (:r) 

14 Natürlich hätte man auch noch Form und Breite der Kri-

stallreflexe meßtechnisch auswerten können. Die Intensi-

tätsfunktion ist dann nach EWALD 10 sowie HOSEMANN und 

BAGCHI6 gegeben durch 

1(b) = (l/vt) |/(6)| 2
 ZU*\S\*, 

wobei S(6) die Gestaltamplitude des Kristalls ist, und der 

Bogen das Zeichen für das Faltungsprodukt (allgemein 

G1(b)~G2(b)=jG1(c) G2(b-c) di>c bzw. 

gl(x) g2(x)=jgl(y) gt(x — y) dvy 

durchaus nicht zuzutreffen braucht. Ausgeschrieben 

folgt ^ 

Q0'Z= 2 QO(X-XP) . ( 4 1 ) 

p 

Es überlappen sich im allgemeinen benachbarte 

£>0'-Zelleninhalte. Addiert man sie im Aufpunkt x , 

wie es durch das Faltungsprodukt Gl. (41) vorge-

schrieben wird, so entsteht dann einfach der Wert Q ^ . 

Statt der mit außerordentlich vielen Summanden 

arbeitenden FouRiER-Reihe Gl. (29) haben wir das 

Problem nun wesentlich vereinfacht und haben ledig-

lich die für alle b durch Intrapolation definierte Funk-

tion / ' (b) invers zu transformieren und das Ergebnis 

entsprechend Gl. (41) um jeden Gitterpunkt xv zu 

entfalten. Die durch Überlappung der dabei auf-

tretende Summe konvergiert im Gegensatz zur Fou-

RIER-Summe (29) außerordentlich schnell und ent-

hält im allgemeinen praktisch nur einen Summanden. 

W i r nennen Gl. (41) die „Sammelaktion" im 

physikalischen Raum. Die Funktion f (b) wählt man 

sich durch geeignete Intrapolation so bequem als 

möglich mit der einzigen Einschränkung, daß sie 

Gl. (35) genügen muß. Dann ist die Inverstransfor-

mation Gl. (3'9) in vielen Fällen mit geringstem Auf-

wand durchführbar. In der gleichen Weise kann man 

die Meßfehler Af(bh) zu einer Korrekturfunktion 

Af (b) durch Intrapolation zusammenschließen und 

gewinnt dann eine qualitative Angabe für den Feh-

ler von Qoo. 

Der im Abschnitt 1 angeführte Programmpunkt c) 

hat hier im wesentlichen seine Erledigung gefunden. 

3. Ex t rapo l a t i onsver fah ren u n d A p p r o x i m a t i o n 

durch Gauß-Kurven 

Im folgenden sollen nun die in den Punkten a) 

und b) des Abschnittes 1 aufgeworfenen Probleme 

behandelt werden. Als Beispiel betrachten wir die 

in Teil I I dieser Untersuchungen ausführlich be-

handelte Strukturanalyse von NaCl. Trägt man die 

Strukturamplituden f(b/,) der sog. starken NaCl-

Reflexe logarithmisch als Funktion von b/t
2 auf, so 

dvc Volumelement im FouRiER-Raum; d % Volumelement 

im physikalischen Raum) ist. Da man aber nach HOSE-

MANN und BAGCHI 6 den Verlauf der stetigen Funktion 

|/(6)|2 innerhalb eines Reflexes nach dem heutigen 

Stande der Experimentiertechnik nicht mit auswertet, 

sondern nur den Integralwert benutzt, gelangt man 

durch Inverstransformation von 1(b) zur PATTERsoN-Funk-

tion und unabhängig davon zu einer Gestaltfunktion des 

Kristalls, die keine weiteren Informationen zur Elektro-

nendichteverteilung innerhalb einer Gitterzelle liefert. 
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Abb. 3. Einige Strukturamplituden der „starken" NaCl-Re-

flexe bezogen auf die Gitterzelle in logarithmischer Darstel-

lung gegen b- . o o o Meßpunkte; Näherungsfunk-

tion /' (b) zur Interpolation der Meßpunkte, dargestellt durch 

eine Summe GAUSS scher Funktionen; Extrapolations-

funktion, erhalten durch lineare Extrapolation für b 2 —»• 0 

bzw. durch analytische Fortsetzung von f (b) über den Meß-

bereich hinaus. 

ergeben sich die in Abb. 3 dargestellten Meßpunkte. 

Es gelingt nun also in leichter Weise, mit genügen-

der Genauigkeit innerhalb des Informationsbereiches 

die Meßpunkte durch eine Summe im O-Punkt ge-

legener GAUSS scher Kurven zu intrapolieren (aus-

gezogener Kurventeil) und auch über den Meß-

bereich (hier | b | = 2,49 Ä ) hinaus zu extrapolieren 

(gestrichelter Kurventeil). In gleicher Weise gelingt 

die Extrapolation nach | b | -> 0 . 

Was bedeuten nun physikalisch betrachtet diese 

Extrapolationen? Beginnen wir mit der Extrapola-

tion I b I . 

Die FouRiER-Transformierte von £>0(:r) läßt sich 

in Form der folgenden Potenzreihe anschreiben: 

=e-2»i(&i) J o0(x) dvx 

= e - 2 J Qo(x) fi _ 2 *i(by) + (42) 

+ 
[2 7ti(by)y 

21 
dv. 

(wobei y = x — x). 

Dabei sei 

x = J xQo( x) dvx/J o0 (x) dvx (43) 

die Lage des Schwerpunktes der Elektronen der be 

trachteten Gitterzelle. Ist in gleicher Weise 

— _ / {b,x-x)n q0(x) dvx 

b nJ Q0 (x) dvx 

Xb" (44) 

das n-te Moment dieser Elektronendichteverteilung 

in Richtung des Vektors b , so folgt für die Struk-

turamplitude im Hinblick auf Gl. (31) 

f(b) =e~
2* i( b*) f (0) (1 — 2 ji2 6 V + . . . ) 

,e-2*i(bx) 1(0) für kleine | b |. 
(45) 

Diese Näherung ist mit [ 6 [ -> 0 beliebig gut. Trägt 

man also l og / ' ( b ) auf gegen b 2, so ist die Extra-

polation nach | 6 | —> 0 stets als gerade Linie erlaubt, 

welches auch immer die Kristallstruktur sei. Damit 

ist man in der Lage, aus den experimentellen Daten 

informationstheoretisch einwandfrei die durch Gl. 

(31) definierte Elektronenzahl in einer Gitterzelle 

ohne jede Zusatzhypothese zu bestimmen 1 5 '16 . 

Diskutieren wir nun die Extrapolation außerhalb 

des Informationsbereiches | b \ ^ 2/A. Wenn wir erst 

nach Abb. 3 innerhalb des Meßbereiches ein Bil-

dungsgesetz für f ( b ) entdeckt haben derart, daß es 

sich additiv aus M GAUSS sehen Summanden 

M 

/ ' ( 6 ) = -n'aSb1 

(46) 
i=i 

zusammensetzt, so können wir vom physikalischen 

Standpunkt mit an Gewißheit grenzender Sicherheit 

das Folgende sagen: 

15 Gewiß ist in vielen Fällen diese Gesamtzahl durah chemi-

sche Analyse wohlbekannt. Wie in Teil I I gezeigt werden 

wird, läßt sich aber audi die Gesamtzahl der Elektronen 

in jedem Gitterbaustein durch Extrapolation | b | —v 0 be-

stimmen. Dieses Ergebnis ist sehr bedeutungsvoll, da es 

informationstheoretisch gesicherte Aussagen über die Na-

tur der chemischen Bindung liefert. 
16 Eine der Gl. (45) ähnliche Extrapolationsformel leitet auch 

IBERS (Fourth International Congress of Crystallography, 

Montreal 1957, Abstracts of Communications, S. 127) für 

Elektronenstrahlinterferenzen ab. Dort ist die Struktur-

amplitude bekanntlich proportional zu 

g(b) = [f(0)-f(b)]/b 2  

und liefert nach Gl. (45) somit den Grenzwert 

lim g = 2 jz 2 xb 2 . 
ft —0 

(222) 

(400) 

(600) 

(444) 

(800) 

(loOO) 

(666) 

(1200) 



Auch außerhalb des Informationsbereiches wird 

diese GAuss-Summe Gültigkeit haben. Es kann aber 

nicht ausgeschlossen werden, daß außerhalb des In-

formationsbereiches noch weitere GAUSS-Summanden 

existieren, die im Informationsbereich unmeßbar 

klein waren. Welches auch immer die Summanden 

seien, eines wissen wir mit Sicherheit: Damit sie 

innerhalb des Informationsbereiches nicht merklich, 

außerhalb aber wesentlich sind, müssen ihre Para-

meter Am weit kleiner als die bereits erfaßten Ax, 

A 2 , . . . , Ay sein, wobei die +1, «Af + 2» • • • gleich-

falls klein sein müssen gegenüber den gemessenen 

Parametern at, a2,..., ay. Die a.v + i müssen so 

klein sein, daß auch an der informationstheoretischen 

Grenze \b\ = 2/X der Exponent n 2 am
2 b 2 noch klein 

gegenüber 1 ist, d. h. 

AM-

ö.w +15 aM + 2 » • • • < ö— 
2 7t 

AM + 2\,... < M i l , . . . , \AM\. (47) 

Durch FouRiER-Inverstransformation folgt aus (46) 

M 

künfte liefert über die Elektronendichteverteilung 

im Kristall außerhalb der Atomkerne, treten da-

gegen bei der FouRiER-Synthese (29) z. Tl. gewal-

tige Fehler auch im Gebiet der Elektronenschalen 

auf, die als Abbrucheffekt bekannt sind. 

W i r können sie in einfacher Weise mittels eines 

Faltungsintegrals wie folgt berechnen. Es sei F a ( 6 ) 

die Meßbereichgestaltfunktion im FouRiER-Raum 

(vgl. hierzu die Funktionenalgebra HOSEMANN und 

BAGCHI 1 2 ' 1 3 u n d d ie Beugungsm i k r o skop i e v o n 

HOSEMANN und BONART17). Diese ist definiert durch 

•
 m 

Arbeitet man also z. B. mit Mo Ka-Strahlung 

(A = 0 , 7 1 Ä ) , so kann man sagen, daß man durch 

Analyse des Informationsbereiches | 6 | < 2/X alle 

GAUSS-Summanden mit a,- 0,1 Ä erfaßt hat, daß es 

aber durchaus noch möglich ist, daß die Elektro-

nendichteverteilung £>0(:r) GAuss-Summanden mit 

ß j < 0 , l A enthält. Diese sind gleichbedeutend da-

mit, daß in der Nähe der Atomkerne (unterhalb 

0,1 Ä ) die Elektronendichteverteilung noch Abwei-

chungen. von Gl. (48) aufweist, die deshalb merk-

lich sein können, weil die AM + \... zwar klein, die 

a,ji + \.. . aber auch weit kleiner sind, so daß die 

Faktoren AM + I/OM + I durchaus vergleichbar werden 

mit den aus den Experimenten bestimmten Faktoren 

Aja^... . 

Im Gebiet der Elektronenschalen aber (bei Ent-

fernungen größer als 0,1 A vom Atomkern) spielen 

diese durch mangelhafte Größe des Informations-

bereiches möglichen Zusatzsummanden mit Sicher-

heit gar keine Rolle. Dort liegt die Elektronendichte-

verteilung informationstheoretisch eindeutig gesichert 

durch die experimentellen Daten fest. 

4. De r Abb ruche f f ek t der Four ier-Synthese 

Während die Kristallstrukturanalyse mit Faltungs-

integralen informationstheoretisch gesicherte Aus-

FM = 
für alle 

für alle 

^ 2 / ; „ 

>2/X 
(49) 

Ihre Inverstransformierte f\{x) wird Präzisionsfunk-

tion genannt und lautet 

4:71 / 2 \3 

3 U 

. 4 71 T 
sin — 

4 71 T 4 TI r 
. COS — ; — -
X X 

(50) 

wobei T = | x | der Betrag des Vektors x im physika-

lischen Raum ist. Die bei der FouRiER-Synthese er-

faßte Streuamplitude lautet dann 

Rexp=f(b) Z»*(b) F&(b) . (51) 

Durch Inverstransformation folgt hieraus nach dem 

Faltungssatz 

Qoo exp =
 Qoo fi. (52) 

Da die Halbwertsbreite von f\{x) gegeben ist durch 

rlfl = X/2 7i, (53) 

werden durch die Faltungsoperation zunächt alle 

Feinheiten von Qoo, die schmaler sind als r, / t , völlig 

verschmiert. Wieder sind eventuelle Feinheiten von 

Q0 in der Nähe der Atomkerne nicht mehr auflösbar. 

Darüber hinaus erzeugen aber die Beugungsneben-

maxima von f\(x) auch im Gebiet der Elektronen-

schalen eine außerordentliche Verzerrung der Elek-

tronendichten, die in den Niveaulinien-Darstellungen 

zu den in der Literatur bekannten rosettenförmigen 

Gebilden führen (vgl. insbesondere auch NOWACKI 1 8) . 

Da bei der FouRiER-Synthese (27) jeder einzelne 

Meßwert f(b/j) als FouRiER-Summand in Rechnung 

gestellt werden muß, aber die /(6/,) außerhalb des 

Informationsbereiches in keiner Weise experimentell 

17 R. H O S E M A N N U. R. BONART , Z. Phys. 146. 350 [1956] . 
1 8 W . N O W A C K I , FouRiER-Synthese von Kristallen, Birkhäuser-

Verlag, Basel. 



zugänglich sind, ganz abgesehen davon, daß ihre 

Zahl so groß ist, daß der rechnerische Aufwand un-

tragbar wäre, hat man verschiedene Verfahren ent-

wickelt (z. B. BRILL und M i t a rbb . 1 9 , RENNINGER 20 

und VAN RAIJEN 2 1 ) , diese Schwierigkeiten zu um-

gehen. Diese Verfahren sind aber z. Tl. mit metho-

dischen Fehlern behaftet. 

Die Rosetten, die immer dann auftreten, wenn 

es nicht gelang, den Abbrucheffekt völ l ig zu unter-

drücken, geben keinerlei Hinweis auf die wahre 

Elektronendichteverteilung im Kristal l , insbesondere 

ist es natürlich unmögl ich, daraus Feinheiten über 

die Bindungszustände der Kristallbausteine herleiten 

zu wollen. 

5. Rest-Four ier-Synthese 

Bei der Durchführung einer Strukturbest immung 

mit Hi l fe der GAuss-Approximation wird die Überein-

st immung der Näherungsstrukturampli tuden f'(b) der 

1 9 R . B R I L L , H . C . G R I M M , C . HERMANN u . C L . PETERS , A n n . 

Phys., Lpz. 34, 393 [1939]. 
20 M. RENNINGER, Acta Cryst. 5, 711 [1952]. 

Gl. (46) mit den Meßwerten f (bh) nicht exakt erfüllt 

sein (vgl. Abb. 3 ) . S ind die Abweichungen größer, 

als die Meßfehler Af(bh) es zulassen, so müssen die 

Rest-FouRiER-Koeffizienten <3/(6A) = f (bh) —/'(&A) 

durch eine Rest-FouRiER-Synthese berücksichtigt 

werden 

= Z w * ) (54) 
h 

und die Korrekturen d g x der durch Inverstransfor-

mation von /'(&) Z1,VT erhaltenen Elektronendichte o ^ 

hinzugefügt werden. 

Im Fall komplizierterer Strukturen wird dieser 

Zusatzterm <5^ in vielen Fällen zweifellos nicht ver-

nachlässigbar klein sein. Die Auswertung wird dann 

also aufwendiger. Trotzdem bietet sie gegenüber der 

Total-FouRiER-Synthese Gl. (27) den großen Vorteil 

stark reduzierten Rechenaufwandes, da j a wesent-

liche Teile der Funkt ion f ( b ) bereits durch Faltungs-

transformation verarbeitet wurden, die Nachteile der 

FouRiER-Synthese also nur die Restterme betreffen. 

21 L. v. RAIJEN, Selected Topics in X-Ray Crystallography, 
Editor J. Bouman, Amsterdam. 

N O T I Z E N 

Z u m Ze r f a l l der P a l l a d i u m - I s o m e r e 
pd105m u n d pd109m 

V o n TH . STRIBEL * 

Hochspannungslaboratorium Hechingen und Institut für Kern-
physik der Universität Frankfurt (Main) 

(Z. Naturforschg. 12 a, 939—940 [1957] ; eingegangen am 10. Oktober 1957) 

Die von FLAMMERSFELD 1 beschriebenen und den Mas-

senzahlen 105 und 109 zugeordneten beiden Palladium-

Isomere von 23 sec und 4.8 min Halbwertszeit wurden 

mittels schneller Li (d, n) -Neutronen über einen (n, 2 n) -

Prozeß an Palladium-Metall erzeugt und mit einem 

Szintillations-y-Spektrometer neu untersucht. Die y-

Energien wurden mit Hilfe eines 100-Kanal-Analysators 

vermessen und aus dem Intensitätsverhältnis der RÖNT-

GEN-K-Linie zur y-Linie unter Berücksichtigung von Kor-

rekturen für die Empfindlichkeit des Nal-Kristalls, Ab-

sorption im Präparat und in der Kristallfassung sowie 

für die K-Schalen-Fluoreszenzausbeute2 die K-Konver-

* Jetzt Battelle-Institut, Frankfurt/Main, Wiesbadener Str. 
1 A.FLAMMERSFELD, Z. Naturforschg. 7 a, 296 [1952]. 
2 I. BERGSTRÖM in: K. SIEGBAHN, Beta- and Gamma-Ray Spec-

troscopy, Amsterdam 1955, S. 630. 

sionskoeffizienten o r bestimmt. Da sich die beiden 

y-Peaks stark überdecken, wurde von dem sofort nach 

der Bestrahlung aufgenommen Spektrum das nach dem 

Abfallen der 21-sec-Aktivität erhaltene des reinen 4,8-

min-Isomers abgezogen und so die beiden Anteile ge-

trennt erhalten. Weiter haben wir die Halbwertszeiten 

der /-Aktivitäten sowie das Verhältnis ihrer Anfangs-

intensitäten bei definierter Bestrahlungszeit genauer 

ermittelt: 

Pd 1 0 5 m: T = 21,3 ±0,5 sec 

Die gemessene y-Energie von 216 + 5 keV stimmt mit 

der von FLAMMERSFELD 1 für die Konversionselektronen 

gemessenen Energie von etwa 200 keV gut überein. 

Für ax erhalten wir den Wert von 0,30 ± 0,05. 

Pd 1 0 9 m: T = 4,75 ±0,05 min 

Wir messen für die y-Energie einen Wert von 188 ±5 

keV, der damit etwa 15 keV höher liegt als der von 

KAHN 3 ebenfalls mit dem Szintillations-Spektrometer 

gemessene, cck ergibt sich zu 0,60 ± 0,1 . 

3 J. H. KAHN, Oak Ridge National Laboratory Unclassified 
Report ORNL-1089 (Nov. 1951). 


